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2 特殊相対論におけるベクトル解析 

 

ベクトル解析，４元速度，４元加速度，４元運動量，一様加速度運動，ドッ

プラー偏移，コンプトン散乱 

 

2.1 ベクトルの定義 

 

位置の変位ベクトルの成分表示 

  zyxctx
O

 ,,,     （2.1） 

 }{ xx
O


      （2.2） 

 }{ xx
O


      （2.2’） 

ローレンツ変換の式（式（1.12）の一般化） 

◆ 


 xx      （2.3） （2.4） 

【注意】式（2.3）は総和記号を使っているので省略した．式（2.4）はアイ

ンシュタインの総和の規約を使っている． 

◆ i
i xxx  


 0

0    （2.5） 

【ポイント】和をとる添字をダミーの添字，和をとらない添字をフリーな添

字という．ギリシャ文字の添字は )3,2,1,0( から値を，ローマ文字の添字は

)3,2,1( から値をとるとする． 

【ポイント】 
 のように，上付添字がバーありで下付添字がバーなしのと

き添字の文字に関係なく系Oから系O への座標変換行列である． 

一般のベクトルの成分表示 

   }{,,, 3210 AAAAAA
O




   （2.6） 

 


 AA       （2.7） 

【ポイント】ベクトル成分は座標そのものと同じ変換をする． 

  33221100 ,,, BABABABABA
O




 

  3210 ,,, AAAAA
O

 


   （2.8） 
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【ポイント】４元ベクトルは上付矢印（ベクトルと読む）で表す． 

 

2.2 ベクトル代数 

 

系Oの基底ベクトル 

 )0,0,0,1(0 
O

e  

 )0,0,1,0(1 
O

e  

 )0,1,0,0(2 
O

e  

 )1,0,0,0(3 
O

e         （2.9） 

系O の基底ベクトル 

 )0,0,0,1(0 
O

e  

 )0,0,1,0(1 
O

e  

 )0,1,0,0(2 
O

e  

 )1,0,0,0(3 
O

e        （2.9’） 

基底ベクトルの定義 

 



 )(e      （2.10） 

e


の  成分はクロネッカーのデルタで表される． 

   }{,,, 3210 AAAAAA
O




   （2.6） 

 
 eAeAeAeAeAA 

 3
3

2
2

1
1

0
0   （2.11） 

 



 eAeAA 

      （2.12） 

【ポイント】座標変換すると基底ベクトルと成分が変わるだけで，ベクトル

そのものは変わらない． 

基底ベクトルの変換則 

◆ 


 ee 
      （2.13） 

【注意】系O の基底ベクトルから系Oの基底ベクトルへの変換 

   


 ee  v      （2.14） 
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 


 ee  )( v         （2.15） 

◆ 






  )()( vv     （2.18） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.3 ４元速度 

ＭＣＲ系，ＭＣＲＦ； 

 瞬間的共動慣性系（momentary commoving reference frame） 

４元速度；その事象点でのＭＣＲ系の基底ベクトル Uec 0

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.4 ４元運動量 
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◆ Ump


       （2.19） 

  321 ,,,/ pppcEp
O


     （2.20） 

 )0,0,0,(0 cecU 


 Ump


  

 00 )( 


  cecU   0
  mcp   （2.21） 

Therefore 

 



































































































0
0

0
0

0
0
0

1000
0100
00
00

3

2

1

0

v
c

c
cc

U
U
U
U










 

 ),()0,0,,( vcvcU    

 



































































































0
0

0
0

0
0
0

1000
0100
00
00

3

2

1

0

v
c

m
c
c

m

c

m

p
p
p
p










 

 ),()0,0,,( vcmvcmp    

 where 1
1

1
2






   1

c
v  

 ４元運動量の保存 

 
)(

)(
i

ipp       （2.22） 

 ゼロ運動量系 

  0,0,0,/TOTALCM
)(

)( cEp
i

i      （2.23） 

ＣＭ系；ゼロ運動量系（center of momentum frame） 
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2.5 スカラー積 

        232221202 AAAAA 


   （2.24） 

                2322212023222120 AAAAAAAA   

       （2.25） 

 02 A


 ；空間的ベクトル 

 02 A


 ；ヌルベクトル 

 02 A


 ；時間的ベクトル 

スカラー積 

◆ 33221100 BABABABABABA  



 （2.26） 

メトリックテンソル 

 )1,1,1,1( diag  

◆   ee       （2.27） 

   ee 
     （2.27’） 
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 2cUU 


     （2.28） 

導出法は問題 17 を参照 

 

2.6 応用 

４元速度と４元加速度 

成分のスカラー積は間隔 

 xdxddzdydxdtcds 
 222222   （2.29） 

 22222 dctdcsd   

固有時間 

 222222222 dzdydxdtcxdxdtdcdc 
  （2.30） 

 2c
d
xd

d
xd





 

 )0,0,0,(
MCRF

cdtxd
dtd

 



（バーを消した） 

４元速度 
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 )0,0,0,(
MCRF

c
d
xd

 



 

  MCRF0ec
d
xd 



 

◆ 
d
xdU


       （2.31） 

４元加速度 

 2

2

 d
xd

d
Ud 

  

 0
d
UdU


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ),,,0( 321
MCRF

aaa
d
Ud

 



 

◆ 
d
Uda



 ， 0 aU 

    （2.32） 

 エネルギーと運動量 

４元運動量 

 222 cmUUmpp 


    （2.33） 
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      23222122 / pppcEpp 
  

   2
3

1

2422 cpcmE
i

i


     （2.34） 

 0obs ecpUp 
  

  321 ,,,/ pppcEp
O


  

◆ EUp obs 
      （2.35） 

 

2.7 光子 

 ４元速度ではない 

光子は世界線上を運動する． 

 0 xdxd       （2.37） 

0d で４元速度は定義できない． 

 ４元運動量 

 0// 2222  cEcEpp 
   （2.37） 

光子はエネルギーに等しい空間的運動量をもっている． 

 hE        （2.38） 

光子のドップラー偏移の公式 

 










1
1      （2.39） 

 静止質量ゼロの粒子 

光子は静止質量がゼロでなくてはならない． 

 022  ppcm 
     （2.40） 
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節の中で使われている公式と問題 

2.1 ベクトルの定義   （2.1）～（2.8） 

 問題 1，2，3，4，34 

2.2 ベクトル代数   （2.9）～（2.18） 

 問題 5，6，7，8，9，10，11，12，13，14，35 

2.3 ４元速度 

 問題 15，16，17 

2.4 ４元運動量    （2.19）～（2.23） 

 問題 22，31，32，33 

2.5 スカラー積    （2.24）～（2.28） 

 問題 18，28 

2.6 応用    （2.29）～（2.35） 

 問題 19，20，21，23，26，27，29，30 

2.7 光子    （2.36）～（2.40） 

 問題 24，25 
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（） 

 

1 }6,1,0,5{ 3210  AAAA ， }0,4,2,0{ 3210  BBBB ， 

,1,3,2,0,1{ 3003020100  CCCCC ,0,2,2,5 13121110  CCCC  

}0,3,1,4,2,2,5 33323120232221  CCCCCCC  

が与えられているとき，次の値を求めよ． 

(a)  
 BA の値 

(b) すべての  について 
CA の値 

(c)  すべての について 
 CA の値 

(d)  すべての  について 
CA の値 

(e)  すべての と  について 
 BA の値 

(f)  i
i BA の値 

(g)  すべての j と k について k
j BA の値 

 

(a)   4

6
1

0
5

0420 























 BA  

(b) 



































































17
26
1
7

6
1

0
5

0203
3222
1520
1451


CA  

(c) (b)と同じ 

(d) 






































































2
30
27
15

6
1

0
5

0311
2254

0225
3201


CA  



2015.06.25 
2 特殊相対論におけるベクトル解析 2.9 練習問題 

11 
 

(e)  
















































024120
0420
0000
020100

0420

6
1

0
5


 BA  

(f)   4
6
1

0
042 


















i

i BA  

(g) (e)の中で添字 0 を除く． 

  






































02412
042
000

042
6
1

0

k
j BA  
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（） 

 

2 次の式のなかのフリーおよびダミーの添字を指摘し，もとの添字と異なっ

た添字を使って，書き換えよ．おのおのの式は何本の式を表しているか？ 

(a) 5
 BA  

 (b) 


 AA   

 (c) 





 DCAT   

 (d)  GRgR  2/  

 

(a)  5
 BA  

 ：ダミー，１つの式． 

 5
 BA  

(b)  


 AA   

 ：ダミー， ：フリー， 3,2,1,0 についての 4 式． 

 


 AA   

(c)  





 DCAT   

 , ：ダミー，  , ：フリー， 3,2,1,0,  についての 16 式． 

 





 DCAT   

(d)   GRgR  2/  

, ：フリー， 3,2,1,0,  についての 16 式，和はない． 

  GRgR  2/  
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（2.5） 

 

3 式（2.5）を証明せよ． 

 

◆ i
i xxx  


 0

0    （2.5） 

 

 3
3

2
2

1
1

0
0 xxxxx  


  

 i
i xx   0

0    （2.5） 

ギリシャ文字は０，１，2，3，ローマ字は１，2，3 を表す． 

 

2015.06.25 
2 特殊相対論におけるベクトル解析 2.9 練習問題 

14 
 

（） 

 

4 二つのベクトル )1,0,1,5( 
O

A


と )6,1,1,2( 
O

B


が与えられたとき，

系Oでの次の量の成分を求めよ． 

(a) A


6  

 (b) BA


3  

 (c) BA


36   
 

(a) )6,0,6,30(6 
O

A


 

(b) )3,1,2,13(3 
O

BA


 

(c) )24,3,9,36(36 
O

BA

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（2.9） 

 

5 ベクトルの集合 },,,{ dcba

について， 00000  dcba


なる自明の場合

を除いて，いかなる線形結合をとってもゼロにならないとき，それらのベク

トルは線形独立であるという． 

 (a) 式（2.9）基底ベクトルは線形独立であることを示せ． 

 (b) 次のベクトルの集合は線形独立か？ 

 }235,,,{ cbacba 
  

 

 )0,0,0,1(0 
O

e  

 )0,0,1,0(1 
O

e  

 )0,1,0,0(2 
O

e  

 )1,0,0,0(3 
O

e         （2.9） 

 

(a) 例えば， 0e は， 321 ,, eee 
の線形結合で表せない． 1e


， 2e ， 3e についても同

様である．ゆえに線形独立である． 

(b) 4 番目のベクトルが他のベクトルの線形結合で表せる．ゆえに線形独立

でない． 
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（） 

 

6 系Oの xct  時空図に，基底ベクトル 0e と 1e

を書け．系Oに対して x軸の正

の方向に 0.6c の速度で運動している系O での対応するベクトルを書け．さら

に，系O に対して x軸の正の方向に 0.6c の速度で運動している系O での対応

するベクトルを書け． 

 

1.14 練習問題 18 の速度の合成則の式を使う． 

 88.0)6.0tanh6.0tanh(tanh 11  v  

  316.0tan 1  

  4188.0tan 1  
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（2.9）～（2.11） 

 

7 (a) すべての と  について，式（2.10）が成り立っていることを示せ． 

 (b) 式（2.9）から式（2.11）を証明せよ． 

 

 )0,0,0,1(0 
O

e  

 )0,0,1,0(1 
O

e  

 )0,1,0,0(2 
O

e  

 )1,0,0,0(3 
O

e      （2.9） 

 



 )(e      （2.10） 

 
 eAeAeAeAeAA 

 3
3

2
2

1
1

0
0   （2.11） 

 

 (a) 式（2.9）から， 

 1)( 0
0 e ， 1)( 1

1 e ， 1)( 2
2 e ， 1)( 3

3 e ， 

 0)( 1
0 e ， 0)( 2

0 e ， 0)( 3
0 e ，など 

ゆえに 

 



 )(e      （2.10） 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) ),,,( 3210 AAAAA
O



 

 
 AeAeA 
 )(  

となるので 

 
 eAeAeAeAeAA 

 3
3

2
2

1
1

0
0   （2.11） 
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（2.7） 

 

8 (a) ゼロベクトル )0,0,0,0( はすべての系で同じ成分をもつことを示せ． 

(b) (a)を使って，二つのベクトルが一つの系で同じ成分をもてば，すべて

の系で同じ成分をもつことを証明せよ． 

 

(a) )0,0,0,0(
O

A


 

とする．成分変換式 

 


 AA       （2.7） 

から， 

 0A  

なので 

 0A  

となる．ゆえに， 

 )0,0,0,0(
O

A


 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) A

と B

の成分が同じなら， 

 )0,0,0,0(
O

BA


となる． 

したがって，(a)から， 

 )0,0,0,0(
O

BA


 

ゆえに，O 系でも BA


 となる． 
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（） 

 

9 すべての項を書き下すことで，次の式を証明せよ． 

   
  




























3

0

3

0

3

0

3

0  







 





 eAeA   

総和の順序が問題にならないので，総和の順序を明示しないで，アインシュ

タインの総和の規約を使って， 



 eA 

 と書くことが正当化される． 

 

O 系で， 

 3
3

2
2

1
1

0
0 eAeAeAeAA 

  

であるが，その成分変換式を書き下すと， 

 




































































3

2

1

0

3
3

2
3

1
3

0
3

3
2

2
2

1
2

0
2

3
1

2
1

1
1

0
1

3
0

2
0

1
0

0
0

3

2

1

0

A
A
A
A

A
A
A
A

 

したがって，ベクトルは， 

 






 eAeAA 

  

と書くことができる． 
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（2.13） 

 

10 任意のベクトル A

の成分適当に選んで， 0)(  

 eeA 
を使って，

式（2.13）を証明せよ． 

 

◆ 


 ee 
      （2.13） 

 

【ポイント】ベクトルの変換式と基底ベクトルの逆変換式は変換行列を用い，

ベクトルの逆変換式と基底ベクトルの変換式は逆変換行列を用いる． 

逆変換行列は変換行列の逆行列である． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

 )0,0,0,1(A


 

とすると， 

 0)( 00
0  eeA 


  ∴ 00 ee 

 
  

 )0,0,1,0(A


 

とすると， 

 0)( 11
1  eeA 


   ∴ 11 ee 

 
  

 )0,1,0,0(A


 

とすると， 

 0)( 22
2  eeA 


  ∴ 22 ee 

 
  

 )1,0,0,0(A


 

とすると， 

0)( 33
3  eeA 


   ∴ 33 ee 

 
  

 


 ee 
     （2.13） 

これは，基底ベクトルの変換則である． 
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（2.18） 

 

11 
 を式（1.12）で与えられる，OからO へのローレンツ変換の変換行

列とする． A

は系Oの成分が ),,,( 3210 AAAA であるような任意のベクトルで

ある． 

 
























1000
0100
00
00

)(




 v    （1.12）から 

 (a) 逆変換行列 )( v 
 を書き下せ． 

 (b) すべての につき A を求めよ． 

 (c) すべての とに ついて，式（2.18）を証明せよ． 

 (d) 系O からOへのローレンツ変換の行列の要素を書き下せ． 

 (e) (d)を利用して， A を A で表せ．また，式（2.18）との関係を述べよ． 

 (f) (c)と同様にして， 

 






  )()( vv  

を示せ． 

 (g) 次の関係を確かめよ． 

 


  ee 
  

および 

 


  AA   

 

◆ 






  )()( vv     （2.18） 

 

【ポイント】粒子静止系をO としてそれの観測系をOとした場合， 

変換行列は， )(v
 のように上付添字にバー付き，下付添字にバー無しの記

号を用いる．記号は何であっても同じ変換行列を表す． 

逆変換行列は， )( v 
 のように下付添字にバー付き，上付添字にバー無しの
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記号を用いる．記号は何であっても同じ逆変換行列を表す． 

)(v は変換行列を強調し， )( v は逆変換行列を強調している．実際には変換行

列には  が，逆変換行列には  が入っている． 

前付添字が行，後付添字が列を表す．（この原則は曖昧であるが重要である） 

ベクトルは列ベクトル，基底ベクトルは行ベクトルで表す． 

ベクトルや行列の掛け算では，ダミー添字が同じものを掛けてフリー添字が

同じものの総和をとる．この原則に従うために転置することもある． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(a) これは逆変換行列である． 

 





















1000
0100
00
00

)(




 v  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) これは，ローレンツ変換式である． 

 


 AvA )(      （2.7） 

書き下すと，行列の行がフリー，列がダミーとなるから， 

◆ 
































































3

2

1

0

3

2

1

0

1000
0100
00
00

A
A
A
A

A
A
A
A




   （1.12） 

 where 1
1

1
2






   1

c
v  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(c)  逆変換行列は変換行列の逆行列であることを示す． 

第１行列の行がフリー，第２行列の列がフリーとなるから， と がフリーと

なるようにして， 

 )()( vv 



   

   )()( vv 



   



2015.06.25 
2 特殊相対論におけるベクトル解析 2.9 練習問題 

23 
 

 

 










































1000
0100
00
00

1000
0100
00
00







 

 



















































1000
0100
0010
0001

1000
0100
000
000

222

222

 

ゆえに， 

◆ 






  )()( vv     （2.18） 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(d) 逆変換式の逆変換行列であるから，問題(a)と同じ． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(e) これは逆変換式であるから，  

 


 AvA )(  

書き下すと，行列の行がフリー，列がダミーとなるから， 

 





























































3

2

1

0

3

2

1

0

1000
0100
00
00

A
A
A
A

A
A
A
A




 

 where 1
1

1
2






   1

c
v  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(f) 変換行列は逆変換行列の逆行列であることを示す． 

第 1 行列の行がフリー，第２行列の列がフリーになるから，  と がフリー

となるようにして， 

 )()( vv  



  

    TT
vv )()(  




  
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   )()( vv  



  

 










































1000
0100
00
00

1000
0100
00
00







 

 



















































1000
0100
0010
0001

1000
0100
000
000

222

222

 

 






  )()( vv  

)(v
 と )( v 

 とは逆行列なので，行列の順序を入れ換えても結果は変わ

ず，問題(c)の式（2.18）と同じである． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(g)  


  ee 
  


 は単位行列であり，列の がフリーである． 

    




















1000
0100
0010
0001

32103210 eeeeeeee   

これは，基底ベクトルは線形独立であると同義である． 

 

 


  AA   


 は単位行列であり，行の  がフリーである． 

 





























































3

2

1

0

3

2

1

0

1000
0100
0010
0001

A
A
A
A

A
A
A
A

 

この変換では成分が変わらないことを示す． 
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（） 

 

12 )5,3,2,0( 
O

A


であるとき，以下の問に答えよ． 

 (a) 系Oに対し x軸の正の方向に速度 0.8c で運動している系O で A

の成分

を求めよ． 

 (b) 系O に対し x軸の正の方向に速度 0.6c で運動している系O で A

の成分

を求めよ． 

 (c) 系Oでの成分から A

の大きさを求めよ． 

 (d) 系O での成分から A

の大きさを求めよ． 

 

(a) ブーストのローレンツ変換式を使って， 

 
6.0

1

8.01

1
2



  

 

























































































5
3

33.3
66.2

5
3
2

0

1000
0100

00
6.0

1
6.0
8.0

00
6.0
8.0

6.0
1

3

2

1

0

A
A
A
A

 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) 速度の合成則の式を使って， 

 946.079.1tanh)6.0tanh8.0tanh(tanh 11    

 083.3
946.01

1
2



 ， 916.2  

 




















































































5
3
17.6

83.5

5
3
2

0

1000
0100
00083.3916.2
00916.2083.3

3

2

1

0

A
A
A
A

 

別解） 問題(a)を使って，ローレンツ変換を２段階変換する． 

 25.1
6.01

1
2



 ， 75.0  
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


















































































5
3
16.6

82.5

5
3
33.3

66.2

1000
0100
0025.175.0
0075.025.1

3

2

1

0

A
A
A
A

 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(c) 3853)2(0 2222  AA


 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(d) 3853)33.3(66.2 2222  AA

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（） 

 

13 系O は，系Oに対して速度 vで動き，系O は，系O に対して速度 vで動

いているとする． 

 (a) OからO へのローレンツ変換は次のように表されることを示せ． 

 )()( vv 






      （2.41） 

 (b) 式（2.41）は，ローレンツ変換の行列の積であることを示せ． 

 (c) xecv 6.0/  ， yecv 8.0/  としたとき，すべてのと について 
 を

求めよ． 

 (d) (c)で求めた変換がローレンツ変換になっていることを，いかなる

),,,( zyxtc  に対しても， 22 ss  となることを示すことで証明せよ． 

 (e) (c)に与えたvと vについて 

 )()( vv  



  

を計算し，結果が(c)のものと異なることを示せ．この違いを物理的に説明せ

よ． 

 

(a) OからO への，O からO への変換は， 

 


 AvA )( ， 


 AvA )(   

 





 AvvA )()(   

ゆえに，与式 

 )()( vv 






      （2.41） 

が証明された． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) 書き下すと， 

 )()( vv 



   
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



















































3
3

2
3

1
3

0
3

3
2

2
2

1
2

0
2

3
1

2
1

1
1

0
1

3
0

2
0

1
0

0
0

3
3

2
3

1
3

0
3

3
2

2
2

1
2

0
2

3
1

2
1

1
1

0
1

3
0

2
0

1
0

0
0

 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(c) 書き下すと， 

 )()( vv 






   

 














































1000
0100
00
00

1000
00
0010
00








 

 


























1000
0
00
0






 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(d) 速度の合成後の変換式は， 

 










































































z
y
x
ct

z
y
x
tc

1000
0
00
0






 

書き下してから，二乗する． 

 22222222222 yxcttc    

 yxyctxct   2222 222  

 xctxctx   2222222 2  

 222222222222 yxcty    

 yxyctxct   22222 222  

 22 zz   

 2ct の係数 2222222    
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 22222 )1(    

 1)1( 22222    

 2x の係数 22222222    

 )1( 22222    

 1)1( 22222    

 2y の係数 1)1( 22222    

 xct の係数 222222 222    

 02)1(2 2222    

 22222222 zyxctzyxtc   

したがって，与式 

 22 ss   

が証明された． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(e) 書き下すと， 

 )()( vv  



  
















































1000
00
0010
00

1000
0100
00
00







省略 

結果は明らかに(c)と異なる． 

(c)と(e)では，x軸方向と y 軸方向の合成されたローレンツ収縮が異なる．つま

り，x軸にブーストしてから y 軸にブーストして合成するものと，その逆の手

順で合成するものとは結果が異なる． 
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（） 

 

14 次の行列はOからO へのローレンツ変換である． 

 



















25.10075.
0100
0010
75.0025.1

 

 (a) Oに対するO の速度を求めよ． 

 (b) 逆変換を求めよ． 

 (c) ベクトル )0,0,2,1(
O

A


の系Oでの成分を求めよ． 

 

(a) zv // 軸であり， 

 25.1 ， 75.0   

であるから， 

 6.0
25.1
75.0




  

系O は系Oの z 軸の負の方向に c6.0 の速度で動いている． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b)  を に置き換える． 

 























25.10075.0
0100
0010

75.00025.1

 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(c) 逆変換式を使う． 

 
























































































75.0
0
2
25.1

0
0
2
1

25.10075.0
0100
0010

75.00025.1

z
y
x
ct
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（2.21） 

 

15 (a)  系Oでの速度が x軸の正の方向に vである粒子の系Oでの４元速度

を粒子の静止系からのローレンツ変換を使って計算せよ． 

 (b) この結果を一般化して，粒子が任意の速度 vをもつとき，その４元速度

を求めよ．ただし， 1/ cv とする． 

 (c) (b)での結果を用いて， vを成分 }{ U を使って表せ． 

 (d) ４元速度の成分が )1,1,1,2( である３元速度 vを求めよ． 

 

 (a) MCR 系（系O ）での４元速度は， 

 0ecU 
 ，  )( 0ecU 

  

となる．ここで )( 0e は系O での 0e の  成分である．すなわち， 

◇ )0,0,0,(cU
MCR
 


 

観測系（系O）での４元速度を算出するテンソル形式の逆変換式は， 

 00 )( 





  cecUU     （2.21） 

 where 0
 はローレンツ変換の行列の 1 列目のこと． 

上式を書き下すと，観測系（系O）での４元速度を算出できる． 

◇ 



































































































0
0

0
0

0
0
0

1000
0100
00
00

3

2

1

0

v
c

c
cc

U
U
U
U










 

 where 1
1

1
2






   1

c
v  

 )0,0,,()0,0,,(  cccU
O




 

上の式は，ローレンツ逆変換式である（問題 11 を参照）。 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

問題(b)の前に 

2015.06.25 
2 特殊相対論におけるベクトル解析 2.9 練習問題 

32 
 

【ローレンツ変換の一般式】 

x 軸方向のブーストのローレンツ変換行列の座標軸を回転させて，任意の方向

のローレンツ変換行列を導出する。 

３次元での観測系から観測した粒子系の速度の方向を極座標の定義と同じに

する。これとは別に，座標軸の回転方向の正を反時計回りとする。 

 
 

一般的な座標軸回転の変換行列（回転行列と略す） 

x 軸の回転行列   y 軸の回転行列   z 軸の回転行列 





















cossin0
sincos0
001

，
















 



cos0sin
010

sin0cos
， 















 

100
0cossin
0sincos




 

 

ブースト方向を極座標の定義の方向に回転するには，y 軸を正方向に 


2
， 

z 軸を負方向に だけ回転させる。ベクトルを回転させるのではなく座標軸を

回転させることに注意する（回転行列に影響する）。回転後の座標軸を，x 軸，

y 軸， z 軸とする。 

y 軸の回転行列は， 

 













































 






 







 






 










sin0cos
010

cos0sin

2
cos0

2
sin

010
2

sin0
2

cos

yR  

z 軸の回転行列は， 
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



































100
0cossin
0sincos

100
0)cos()sin(
0)sin()cos(







zR  

回転行列の合成は， 

 




































100
0cossin
0sincos

sin0cos
010

cos0sin






R  

 =
























sinsincoscoscos
0cossin

cossinsincossin
 

 =























































xy

xy

zy

xy

zx

xy

x

xy

y

zyx

0  

where 



 zcos ，



 xysin ，
xy

x




 cos ，
xy

y




 cos  

 222
zyx   ，

22
yxxy    

速度の回転後の座標を求めておく。 

 



















































0
0

sinsincoscoscos
0cossin

cossinsincossin 










z

y

x

=




















cos
sinsin
cossin

 

ローレンツ変換行列を座標軸回転すれば， 

 








































zy

T

y

T

z RR
x

RR 0
01

0
01

0
01

0
01

ローレンツ変換行列

軸ブーストの
 

ここでは，回転行列の合成を先に計算してからいちどに回転させる。 

任意の方向のローレンツ変換行列は， 

 L= 























RR

T

0
01x

0
01

ローレンツ変換行列

軸ブーストの
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=





































































































































xy

xy

zy

xy

zx

xy

x

xy

y

zyx

T

xy

xy

zy

xy

zx

xy

x

xy

y

zyx

0

00

0

0001

1000
0100
00
00

0

00

0

0001

 

 





























zzyzxzz

zyyyxyy

zxyxxxx

zyx

AAA
AAA
AAA







1
1

1
 

where xx cv  ， yy cv  ， zz cv    

 
)(1

1
1

1
222

zyx 








ββ
 

 
ββ 



1A  

ローレンツ変換の一般式は， 

 

































































z
y
x
ct

AAA
AAA
AAA

z
y
x
tc

zzyzxzz

zyyyxyy

zxyxxxx

zyx







1
1

1
 

書き下すと， 

 )( zyxcttc zyx    

 xzyx zyxActxx  ))((   

 yzyx zyxActyy  ))((   

 zzyx zyxActzz  ))((   

位置座標をベクトルにする。 

 ),,( zyxx ， ),,( zyxx  

 xβ  cttc  

 βxββxx )(  Act  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 
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(b)  vは３次元空間ベクトルである（シュッツ著では，太文字で書き，vと

は書かない）．３元速度を， 

 ),,( zyx vvvv  

として，ローレンツ逆変換の一般式は， 

































































0
0
0

1
1

1

3

2

1

0 c

AAA
AAA
AAA

U
U
U
U

zzyzxzz

zyyyxyy

zxyxxxx

zyx







 

 

















































































β













c

c

v
v
v
c

c
c
c
c

U
U
U
U

z

y

x

z

y

x

3

2

1

0

 

 where xx cv  ， yy cv  ， zz cv    

 
)(1

1
1

1
222

zyx 








ββ
 

 
ββ 



1A  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

 (c)  0

1

U
U

x  ， 0

2

U
U

y  ， 0

3

U
U

z   

 xx cv  ， yy cv  ， zz cv   

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(d)   
2
1

x ，
2
1

y ，
2
1

z  

 75.05.05.05.0 222  ββ  

 866.075.0 β  

 cvx 2
1

 ， cvy 2
1

 ， cvz 2
1

  

 

2015.06.25 
2 特殊相対論におけるベクトル解析 2.9 練習問題 

36 
 

（） 

 

16 もとの系に対する速度がW である粒子の４元速度に速度vのローレンツ

変換を施して，アインシュタインの速度の合成則を導け． 

 

観測系をO，もとの系をO ，粒子系をO とする．観測系Oに対するもとの系O

の速度が vとする．もとの系O に対する粒子O の速度がW とする． 

 1
c
v ， 1

1

1
2






  

 1
c

W ， 1
1

1
2






  

系O における粒子O の４元速度は，逆変換して， 

 )0,0,,()0,0,,(   ccWc  

であるから，系Oにおける粒子の４元速度は，もう一度逆変換して， 

 





























































0
0

1000
0100
00
00

3

2

1

0







c
c

U
U
U
U

 

 














































0
0

1

0
0








c
cc

cc

 

系Oにおける粒子O の速度W は，  

 








1c
W     （1.13） 

 
 




1
WvW  

 where 1
c
v ， 1

c
W  

v，W ，W は光速との比ではなく， sm / の単位をもつ． 
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（） 

 

17 (a) 00 U で 2cUU 


である時間的なベクトルはすべて，ある世界線

の４元速度になっていることを示せ． 

(b) このことを使って，いかなる時間的なベクトルV

に対しても，V


の空

間成分がゼロとなるローレンツ系が存在することを示せ． 

 

(a) MCR 系（系O ）の基底ベクトル e


は， 

◆ )1,1,1,1( diagee      （2.27） 

 はメトリックテンソルである． 

 0ecU 
       （2.21） 

 0)()( 2
00

2
00  ceecececUU 

  （2.28） 

観測系（系O）でも， 

 0)1()()( 222222222  ccvccUU  vv


 

は変わらず，時間的なベクトルであり， 

 00  ccU   

である．したがって， 

0

1

U
U

x  ， 0

2

U
U

y  ， 0

3

U
U

z   

 where 
)(1

1
1

1
222

zyx 








ββ
 

となる３元速度が常に存在する． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) V

に平行なU


を仮定し， 0ecU 

 となる系O を見つければ，V

，U

の空

間成分は 0 になる． 
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（） 

 

18 (a) 二つの直交した空間的ベクトルの和は空間的であることを示せ． 

 (b) 時間的ベクトルとヌルベクトルは直交できないことを示せ． 

 

(a) aとb

は空間的であるから， 

 0 aa 
， 0bb


， 

aとb

は直交しているから， 

 0ba
  

 02)()(  bbbaaababa
  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) 時間的ベクトルの座標系を選んで， )0,0,0,(aa 


とする．典型的なヌ

ルベクトルを選んで， )0,0,,( bbb 


とする． 

 0 abba


（直交できない） 
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【解説】４元ベクトルの整理 

 

系O は系Oの x軸の正の方向に動いているものとする． 

MCR 系（系O ）での４元速度，４元加速度は， 

◇ )0,0,0,(cU
O



 

◇ )0,0,,0( aA
O



 

 where Const.2  aAA


（一様加速度運動） 

観測系（系O）での４元速度は，練習問題 15 から，ローレンツの逆変換から

求められる． 

◇ )0,0,,()0,0,,( vcccU
O

 


 

４元速度の定義からも上式が導出できる．（ ：固有時間） 

 


c
d
cdtU 0 ，where 




d
dt  

 


cv
dt
dx

d
dt

d
dxU 1 ， 

【ポイント】テンソル表記では， 0xct  ， 1xx  ， 2xy  ， 3xz  である

が，ここでは，適宜使い分ける． 

観測系（系O）での４元加速度は，定義から， 

 





















0
0
v

c

dt
d

d
dUA








 ，where 

dt
d

d
d 

  

４元加速度は， 

 )0,0),(,( v
dt
d

dt
dcA

O



 

一方，ローレンツの逆変換から， 
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

























































0
0

0
0

0

1000
0100
00
00

a
a

a
AA










  

これから， x軸では， 

av
dt
d  )( ， 

 av
dt
d

)(  

また，力学的には，相対論的な運動方程式を次のように書く． 







F

d
xdm

d
dUmma  2

2
 

 m：静止質量， U ：４元速度， a ：４元加速度， 

 F ：４元力（Minkowski 力）， f ：Newton 力 

 


 dtdtd  21 ，
dt
d

d
d 

 ，   fF   

であるから， 

 


 fF
dt

dxm
dt
d











 

または 

 
m
f

m
F

dt
dx

dt
d 

 









，

m
f

dt
dx

d
d 














 

これから， x軸では， 

a
m
f

dt
dx

dt
d  









 11
 

   av
dt
d

  

異なる方法で，同じ結果が得られた．問題から， .Consta  なので， 

 atcv   ，
c
at





21 

  

これから，一様加速度運動において，時間 t後の速度  は， 
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◇  








































1
2
111

1

22
1

2

2 at
c

at
c

c
at

c
at

 

 where 0
2
1 2









at
c ， 11   

1 で誤差が大きくなり，近似式の方が誤差が小さくなる． 

一様加速度運動において，時間 t後の距離 xは， 
t

ttt

c
at

c
at

ccdt

c
at

c
at

cdtvdtx

0

2

0 200

1

1 




































    

 




















 11

22

c
at

a
cx ，

a
xcxct

2
2 2
  

もとに戻って，相対論的な運動方程式から，  

 ac
d
dv

d
d 





 )()(  

 
c
a

d
d

22 1

1

1 


 




 

 左辺 
















21 





d
d

d
d  

 ))2()1)(
2
1()1(( 2

3
22

1
2 







d
d  

  32
3

222
1

2 ))1()1(( 






d
d

d
d




 

 
c
a

d
d

2

  

これから，一様加速度運動において，固有時間 後の速度  は， 
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 



  1
0 20 0

2 tanh
1

1   



a
cd

a
cd

a
cd  

 1tanh
a
c  

 


 2ln
2

2ln
2

)1(tanh
2
11tanh 1

2
1

a
c

a
c

a
c

at
c

a
c
























   

 
2

4ln
2

2ln
2









c
at

a
c

a
c


 ， 

where 0
2
1 2









at
c ， 11   

 







c
a tanh  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

【参考】 

 
























1

1
21

1
1tanh 2

2

2

2

x

x

x

x

xx

xx

e
e

e
e

ee
eex  

 
 



x

x

e
e

2

2

1
2  

 




22xe  

 




2ln2x  

  

 

  2ln
2
11tanh 1x  

 



2015.06.25 
2 特殊相対論におけるベクトル解析 2.9 練習問題 

43 
 

（） 

 

19 加速度４元ベクトルaが一定の空間的方向と大きさ（たとえば，

02  aaa 
）をもつとき，物体は一様に加速されているという． 

 (a) このことは，物体の MCR 系ではaが常に同じ成分をもつことを意味し

ており，またその成分はガリレイ的な意味での“加速度”であることを示せ．

（これは，ロケットのエンジンが一定加速度を与えるというような物理的な

状況に対応している．） 

(b) 物体が地球重力の加速度 2sm10g1 a で一様に加速されているとし

よう．物体は最初静止していたとすると，時間 t後の速度を求めよ．（正しい

単位を使うこと．）この時間の間にどれだけ動いたか？ cv 999.0 となるまで

にはどれだけ時間がかかるか？ 

(c) (b)で経過した固有時間を tの関数として求めよ．（ d を世界線に沿っ

て積分せよ．） cv 999.0 となるまでに経過した固有時間はいくらか？(b)のよ

うに加速された人は地球から銀河中心まで運動したときどれだけ年をとる

か？地球から銀河中心までの距離は m102 20 である． 

 

【ポイント】一様加速度運動の公式の導出は，問題 19 の前に解説した「４元

ベクトルの整理」を参照のこと． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(a) MCR 系では，Newton の運動方程式が成り立っている． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) 一様加速度運動において，時間 t後の速度  と距離 xは， 

◇ 
2
1

2

2
1

1

































at
c

c
at

c
at

 ，




















 11

22

c
at

a
cx  

cv 999.0 となる時間 tを逆算して，それから距離 xを求める． 

◇ 
a
ct   
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 year2.21s107.6
999.01

999.0
10
103 8

2

8





  

 

































 1

103
107.6101

10
)103(

2

8

828
x  

 lightyear3.20m1092.1 17   

where s1016.3s36002424.365year1 7  

 m1046.9s1016.3ms103lightyear1 15718    

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(c) 一様加速度運動において，時間 t後の固有時間 は，（先に，問題(b)で，

時間 t後の速度  を算出しておく．） 

  1tanh 
a
c

，
2
1

2
1
























at
c  

cv 999.0 となるまでに経過した固有時間は， 

 year6.3s1014.1999.0tanh
10
103 81

8



   

(c)の２つめの問題は，地球から銀河系中心までかかる時間 tを距離 xから逆算

する．  

 
a

xcxct
2

2 2
  

 m(time)102
10

102)103(2)102( 20
2028

220 


  

 year101.2s1067.6
ms103

m102 411
18

20








t  

地球から銀河系中心までの距離 m102 20 は約２万光年であり，光速で移動し

ても２万年かかる距離であるが，固有時間つまりロケットの時計は驚くほど

短いことが判る． 

時間 tで到達する速度  を求める．（ 1 で誤差が大きい） 
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◇ 
2
1

2
1
























at
c  

 
2
1

2

11

8

1067.610
1031































  

 999999999.0101)1021( 92
1

9   （9 の数が 9 個） 

速度  に達する固有時間 を求める． 

◇  1tanh 
a
c  

 year10s1021.3999999999.0tanh
10
103 81

8



   

この式では， 1 で有効数字が足りなくなるおそれがある． 

近似式では， 

◇ 
2

4ln
2









c
at

a
c  

 year10s1021.3
102
4ln

102
103 8

9

8







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（） 

 

20 粒子の世界線がある系で，次の式で与えられる． 

 tbattx sin)(  ， tbty cos)(  ， 0)( tz ， cb   

粒子の運動をしらべ，４元速度と４元加速度を計算せよ． 

 

半径bで回転しながら x軸の正の方向へ速度aでスライドしている． 

最初にスライドを考慮しない等速円運動の問題として解く．円の中心を系O

の原点とする． 

 tbtx sin)(  ， tbty cos)(  ， 0)( tz ， cb   

３元速度，３元加速度の定義から， 

 tb
dt
dx  cos ， tb

dt
dy  sin ， 0

dt
dz  

 tb
dt

xd  sin2
2

2
 ， tb

dt
yd  cos2
2

2
 ， 02

2


dt
zd  

３元速度は，（ vは３元ベクトル） 

 )0,sin,cos( tbtb  v  

 cb  Const. （接線速度を表している） 

３元加速度は，（αは３元ベクトル） 

 )0,cos,sin( 22 tbtb  α  

 Const.2  bα （向心加速度を表している） 

４元速度の定義から， 

 
dt

dx
dt

dx
d
dt

d
dxU


 


 ， 

 where 
c
vi

i  ，
22

1

1

1

1
1

1

















c
b


βββ

 

４元速度は，練習問題 15 から，（ vは３元ベクトル） 

)0,sin,cos,(),( tbtbccU
O

  v

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４元加速度は， 

 





 )(, v

dt
d

dt
dcA

O


 

であるが，一方，４元加速度の定義から， 

 






















dt
dx

dt
d

dt
dx

d
dt

dt
d

d
dt

d
xdA


 

 2

2
 

 









 2

2

dt
xd

dt
dx

dt
d 

  where 0, 2

020


dt
xdc

dt
dx  

等速円運動では， β と は定数であるから， 

 0
dt
d

， 0
0


dt
dU  

となり， 

 3,2,1,22
2

2
2  i

dt
dU

dt
xdA i

ii
i   

４元加速度は，（αは３元ベクトル） 

 )0,cos,sin,0(),0( 2222 tbtbA
O

  α


 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

元の問題に戻る． 

 tbattx sin)(  ， tbty cos)(  ， 0)( tz ， cb   

半径bで回転しながら x軸の正の方向へ速度aでスライドしている． 

３元速度は，（ vは３元ベクトル） 

 )0,sin,cos( tbtba  v  

 tabbav  cos2222  v  

３元加速度は，（αは３元ベクトル） 

 )0,cos,sin( 22 tbtb  α  

４元速度は， 

 )0,sin,cos,(),( tbtbaccU   v


 

 
c
vβ

ββ



 ,

1
1  
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４元加速度は，（αは３元ベクトル） 

 





 








dt
d

dt
d

dt
dc

dt
d

dt
dcA vvv  ,)(,


 

 





  αv 

dt
d

dt
dc ,  

β と は定数でないので， vβ  v, として， 

 
dt
dv

c
v

dt
d

dt
d

dt
d

dt
d

2
332

3
22

1
2 )2()1)(

2
1()1( 




 

 






  αv 
dt
dv

c
v

dt
dv

c
vcA 2

3
2

3 ,


 

 where 
v

tab
dt
dv  sin2

  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

合成により解く． 

観測系を系Oとする．系Oは系Oの x軸の正の方向に速度aで運動している．  

 
c
a

， 1
1

1
2






  

として，観測系での４元速度は， 

 




























































































z

y

x

x

z

y

x

c
c

cc
cc

c
c
c
c

U
U
U
U















1000
0100
00
00

3

2

1

0

 

x軸の３元速度は， 

 
x

x
xv








1

 

観測系での４元加速度は，（書き下すと式が簡単になるかもしれないが略） 

 
































































































z

y

x

x

z

y

x

A
A
A
A












2

2

2

2

2

2

2

3

2

1

0 0

1000
0100
00
00
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（） 

 

21 粒子の世界線があるローレンツ系で，次のようにパラメーター表示され

ている． 

 







c
a

a
cct  sinh)(

2
， 








c
a

a
cx  cosh)(

2
 

ここで はパラメーターでaは定数である．粒子の運動をしらべ，４元速度と

４元加速度を計算せよ． は世界線に沿った固有時間であり，加速度は一様で

あることを示せ．aの意味を説明せよ． 

 

【ポイント】この問題は，練習問題 19 の一般化になっている． 

一様加速度の運動の条件は， 

・４元加速度の空間成分の方向が一定． 

・４元加速度の大きさが一定．すなわち， Const.2  aAA


 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

 







c
a

a
cctx  sinh)(

2
0  

 







c
a

a
cxx  cosh)(

2
1  

４元速度は， 

 







c
ac

d
cdt

d
dxU 


cosh

0
0  

 







c
ac

d
dx

d
dxU 


sinh

1
1  

４元加速度は， 

 







c
aa

d
tcd

d
dUA 


sinh2

20
0  

 







c
aa

d
xd

d
dUA 


cosh2

21
1  

４元速度，４元加速度の大きさが，条件どおりか確かめる． 
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     222222120 sinhcosh)()( cccUUUU 


 

     222222120 coshsinh)()( aaaAAAA 


 

４元速度と４元加速度は直交するから， 

01100  UAUAUA


 

 Const.tanh1

0

0

1







 

c
a

A
A

U
U  

この３元速度は cとの比になっている． 

 



















c

a

c
a




 cosh
tanh1

1

1

1

22
 

 





















c
a

c
a

c
a  sinhtanhcosh  

MCR 系（系O ）での４元速度は， 

 

 
 




















































































0
0
0

0
0

sinh
cosh

1000
0100
00
00

3

2

1

0 c
c
c

U
U
U
U

U



  

           ccccU  220 sinhcoshsinhcosh   

     sinhcosh1  ccU   

          0sinhcoshcoshsinh  c  

MCR 系（系O ）での４元加速度は， 

 

 
 














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



























0
0

0

0
0

cosh
sinh

1000
0100
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3

2

1

0

aa
a

A
A
A
A

A



  

     0coshsinh0  aaA   

     aaaA  coshsinh1   
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（） 

 

22 (a) ４元運動量の成分が ckg)0,1,1,4( である粒子のエネルギー，静止質

量，３元速度を求めよう． 

 (b) ４元運動量が 

 cp
O

 kg)0,0,1,3(1 ， cp
O

 kg)0,1,1,2(2  

である二つの粒子が衝突して，その二つの粒子が壊れて，新たに三つの粒子

が生成された．そのうちの二つの粒子の４元運動量は， 

 cp
O

 kg)0,0,1,1(3 ， cp
O

 kg)0,0,
2
1,1(4  

であった．第三番目の粒子の４元運動量，エネルギー，静止質量，３元速度

を求めよ．CM 系での３元速度も求めよ． 

 

【ポイント】自然単位では，４元運動量のすべての成分の単位が kgである．

静止系での４元運動量の第１成分が静止質量である． 

SI 単位では，自然単位でのすべての成分に光速 cを乗する．さらに，全エネル

ギーは第１成分に光速 cを乗する．つまり， 0cpE  である．これは，静止系

では，静止質量をエネルギーの単位に換算した 2mcE  となる． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(a) x 1 ， y 2 ， z 3 を適当に使い分ける． 

４元運動量は，練習問題 15(b)から， 

◇ 






















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






















































z

y

x

z

y

x

zyx

mc

mc

p
p
p
p












0
0
0

3

2

1

0

 

 where 
)(1

1
1

1
222

zyx 








ββ
 

３元速度は，（ β は３元ベクトル） 
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4
1

0

1
1 

p
p ，

4
1

0

2
2 

p
p ， 00

3
3 

p
p  

 )0,25.0,25.0(β  

 35.0
4
225.025.0 22222  zyx β  

 069.1
14
4

4
21

1
2













  

静止質量は， 

 kg74.3kg40


c
pm  

全エネルギーは， 

 J106.3kg4 1720  ccpE  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) 粒子の衝突の前後で， 

 Const.)(  

a
ap  

だから， 

 cp
O

 kg)0,1,
2
1,3(5  

３元速度は， 

 
6
1

0

1
1 

p
p ，

3
1

0

2
2 

p
p ， 00

3
3 

p
p  

 )0,
3
1,

6
1(  

 37.0
6
5

3
1

6
1 22

222 












 zyx β  

 078.1
31
6

6
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1
2







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


  
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静止質量は， 

 kg78.2kg30


c
pm  

全エネルギーは， 

 J107.2kg3 1720  ccpE  

衝突前の４元運動量のトータルは， 

 cp  50

2,1
， 01

2,1
 p ， cp  12

2,1
， 03

2,1
 p  

CM 系自身の３元速度は， 

 )0,
5
1,0(CM  
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（） 

 

23 静止質量mの粒子が３元速度 vをもっている．速度の 4 次のオーダーまで

正しくエネルギーを求めよ．速度がいくらになったとき，4 次の項の絶対値

)( 4v が運動エネルギー 2/2vm の半分に等しくなるか？ 

 

エネルギーは，テイラー展開を使って， 

◇ 2
1

2220 )1(


  mcmccpE  

  





  422

8
3

2
11 mc  

  2

4
22

8
3

2
1

c
vmmvmc  

 where 1
c
v  

問題から， 

 2
2

4
4

2
1

2
1

8
3)(0 mv

c
vm v  

 
3
2

2

2
2 

c
v  

この速度で 4 次の項を無視すると，運動エネルギーの誤差が半分になるとい

うことである．ニュートンの運動方程式が成り立つのは，速度  がもっとず

っと小さいときである． 
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（） 

 

24 電子と陽電子が消滅して，１個の光子（ 線）をつくることは禁止される

ことを４元運動量の保存則から示せ．２個の光子を生成することは禁止され

ないことも示せ． 

 

【ポイント】SI 単位での第１成分は，全エネルギーを光速 cで除したものであ

る．つまり， cEp /0  である． 

光子の世界線はヌルであるから，   02 s である．もし，第３成分，第４成

分がゼロならば，│第１成分│=│第２成分│でなければならない． 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

例えば， 

 e の )0,0,,/( pcEp
CM
  

 e の )0,0,,/( pcEp
CM

  

とすると， 

  線の )0,0,0,//( cEcEp
CM

  

となるのでこれはつくれない．２つの 線の 

 )0,0,,/( pcEp
CM
 ， )0,0,,/( pcEp

CM
  

ならつくれる． 
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（2.35）～（2.42） 

 

25 (a) 系O が系Oに対して x軸方向に速度vで動いているとしよう．系Oで

の光子は，振動数が で系Oの x軸に対して角度で運動しているとする．系

O ではその振動数は， 

 
21

cos1










      （2.42） 

となることを示せ． 

 (b) 光子の運動が x軸に垂直であっても（ 2/  ）振動数の変化がある．

これを横ドップラー偏移といい，時間ののびのために起こる．系Oと系O の

間にドップラー偏移がないためには，光子はいかなる角度で運動すればよい

か？ 

 (c) 式（2.35）と式（2.38）を使って，式（2.42）を計算せよ． 

 

 EUp  obs
      （2.35） 

 hE        （2.38） 

 

 (a) 光源系を系Oとし，観測系を系O とする． 

 hE   
 )0,sin,cos,(  hhhp

O


  

光子の４元運動量の大きさはどの系でも０になる．光子の静止系はない． 

系Oから系O へ変換する． 

 






























































0
sin
cos1

1000
0100
00
00

3

2

1

0








h
h

h

c

p
p
p
p

    

 























0
sin

cos
cos

1





h
hh
hh

c
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  hhhhcpE  )cos1(cos0  

ドップラー偏移の式は， 

 
21

cos1)cos1(









    （2.42） 

0 のとき，光源から遠ざかり，赤方偏移という．（周波数は短くなり，波

長は長くなる．）  

 










1
1      （2.39） 

  のとき，光源に近づき，青方偏移という．（周波数は長くなり，波長は

短くなる．） 











1
1  

2/  のときでも，横ドップラー偏移は現れる． 

 



  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) 横ドップラー偏移が現れないようにするためには， 

 と を等しくする． 

 1)cos1(  

  


 1cos 

  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(c) 光源系を系Oとし，観測系を系O とする． 

 )0,sin,cos,(1  hhh
c

p
O


  

 )0,0,,( cU
Oobs 


 

 EUp obs 
     （2.35） 

これから， 

  hEhh  cos  
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21

cos1










     （2.42） 
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（） 

 

26 静止質量mの粒子を速度 vから )( vvvv   へ加速するのに必要なエネ

ルギーを v の 1 次まで計算せよ．粒子を光速まで加速するには無限のエネル

ギーが必要であることを示せ． 

 

運動エネルギーの増加分は， 

 222
2
1

2
1)(

2
1 vmvmvmvvvm    

 vmvmvvvm   22
2
1)(

2
1  

変換式のパラメーターは， 

 1
c
v ， 1

1

1
2






  

 1 で  となってしまう． 
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（） 

 

27 質量 kg10 の二つの同一の物体が同じ温度に保たれて静止している．その

一方に J100 の熱量を加える．両方の物体に同じ力を加えたとき，どちらが加

速されやすいか？また加速度の違いはいくらか？ 

 

熱量を静止質量に換算する． 

 kg101.1
)m/s103(

J100 15
282





c
Em  

わずかに影響する． 
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（2.26） 

 

28 )0,1,1,5( 
O

A


， )6,1,3,2(
O

B


， )0,0,2,2( 
O

C


とする．系O

が系Oに対して空間軸は系Oに平行に保って， x軸の正の方向に速度 cv 6.0

で運動しているとする． 

 (a)  系O での A

， B

，C

の成分を求めよ． 

 (b)  系O での成分を使って，スカラー積 BA


 ， CB


 ， CA


 ， CC


 を求め

よ．また，その値が系によらないことを示せ． 

 (c)  A

， B

，C

が空間的か，時間的か，ヌル的かを述べよ． 

 
(a) 

 26.1
6.01

1
2



   75.06.025.1   

 


































































0
1
5.2

5.5

0
1

1
5

1000
0100
0025.175.
0075.25.1

O
A


 

 






























































6
1
25.5
75.4

6
1
3
2

1000
0100
0025.175.
0075.25.1

O
B


 

 
































































0
0
4

4

0
0
2

2

1000
0100
0025.175.
0075.25.1

O
C


 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

 (b) スカラー積 

◆ 33221100 BABABABABABA  



 （2.26） 

 where )1,1,1,1( diag  

を便宜上次のように表記する． 
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    12

6
1
3
2

0115 



















 BA


 

    2

0
0
2

2

6132 




















 CB


 

    12

0
0
2

2

0115 




















 CA


 

    0

0
0
2

2

0022 




















 CC


 

    12

6
1
25.5
75.4

015.25.5 



















 BA


 

    2

0
0
4

4

6125.575.4 




















 CB


 

    12

0
0
4

4

015.25.5 




















 CA


 

    0

0
0
4

4

0044 




















 CC


 

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 
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(c) 

    23

0
1

1
5

0115 




















 AA


 時間的 

    42

6
1
3
2

6132 



















 BB


 空間的 

 0CC


    ヌル的 
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（） 

 

29 成分表示を使用して， 

◇ )(2)( U
d
dUUU

d
d 


  

を証明せよ． 

 

スカラー積の定義から， 

 左辺 ))()()()(( 23222120 UUUU
d
d




 

 
 d

dUU
d

dUU
d

dUU
d

dUU
3

3
2

2
1

1
0

0 2222   

 ＝右辺 
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（2.35） 

 

30 ロケットの 4 元速度が )1,1,1,2(
O

U


であるとする．このロケットと運

動量が cp
O

  kg10)0,0,299,300( 27
の高速宇宙線とが衝突した．次の二

つの方法を使って，ロケットの乗員が観測する宇宙線のエネルギーを求めよ． 

 (a)  系Oからロケットの MCR 系へのローレンツ変換を求め， pの成分を

変換する． 

(b) 式（2.35）を使う． 

 (c) どちらが便利か？それはなぜか？ 

 

  UpE


      （2.35） 

 

(a) ローレンツ変換の一般式を問題 15(b)から引用する。 

３元速度を求めてから，ローレンツ変換をする． 

 5.00

1


U
U

x ， 5.00

2


U
U

y ， 5.00

3


U
U

z  

 75.05.05.05.0 222222  zyx β  

 2
75.01

1
1

1








ββ
 ， 1 zyx   

 
3
4

75.0
121









ββ

A  

問題 15(b)では，粒子静止系で観測されるものを観測系で観測されるものに変

換するが，ここでは，観測系で観測されるものからロケット系で観測される

ものに変換するので，速度の符号が逆になる。 

 kg10

0
0

299
300

1
1

1 27













































 c

AAA
AAA
AAA

p

zzyzxzz

zyyyxyy

zxyxxxx

zyx

O







  
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  kg10

0
0

299
300

3
4

3
1

3
11

3
1

3
4

3
11

3
1

3
1

3
41

1112

27



















































 c  

 kg10

3
601
3

601
3

296
301

27



























 c  

エネルギーは， 

 2270 kg10301 ccpE    

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(b) エネルギーだけを求める． 

 UpE


  

    22727 kg1030110

0
0

299
300

1112 ccc 



















   

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

(c) エネルギーだけを求めるなら，(b)で十分． 

【参考】 

 192827227 10602.1/)10998.2(10301kg10301   c  

 eV107.11061.510301 113527    
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（） 

 

31 振動数 の光子が入射角で鏡に入射し，振動数を変えることなく反射さ

れた．鏡に与えた運動量を計算せよ．もし光子が反射ではなく吸収されたと

したら，運動量の変化はいくらか？ 

 

入射角を図のようにする． 

 
入射前の運動量は， 

 )0,sin,cos,(1  hhh
c

p 
  

反射後の運動量は， 

 )0,sin,cos,(1  hhh
c

p 
  

反射されたときの保存則は， 

 qpp 
  

 )0,0,cos2,0(1 h
c

ppq 
  

反射されたときの鏡の運動量は， 

  sin2
c

h  

吸収されたときの保存則は， 

 qp 
  

2015.06.25 
2 特殊相対論におけるベクトル解析 2.9 練習問題 

68 
 

 )0,sin,cos,(1  hhh
c

pq 
  

吸収されたときの鏡の運動量は， 

 
c

h  
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（） 

 

32 実験室に静止している電荷 e，静止質量mの粒子が振動数 i の光子を散乱

する．これをコンプトン散乱という．散乱された光子は入射の方向との角を

なして出て行く．４元運動量の保存則を使って，散乱された光子の運動量が 

 )cos1(11
2 




mc
h

if
    （2.43） 

で与えられることを示せ． 

 

コンプトン散乱を図のようにする． 

 
保存則は， 

 qpqp 
  

保存則を成分で書き下すと， 

  qpqp   

 )0,0,,(1)0,0,,(1 EE
c

hh
c

p ii    

 )0,0,0,(mcq 
  

 )0,sin,cos,(1  fff hhh
c

p 
 )0,sin,cos,(1  EEE

c
  

 )0,sin,cos,( mcq 
  

光子の静止質量は０であるから４元運動量の大きさは０になる． 

 0 pppp   

電子は衝突前後で４元運動量の大きさは変わらない． 

 22cmqqqq 
  
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保存則を書き換える． 

 22 )()( qqpp 
  

 2222 )()()(2)(2)( qqqpppppp 
  

 0)(  qpppp   

 ppqpp 
 )(  

内積の定義から， 

 )cos1(2 





c
EEmc

c
EE  

コンプトン散乱の式は， 

)cos1(111
2 

 mcEE
 

 )cos1(11
2 




mc
h

if
 

 )cos1()cos1( 0  
mc
h

if  

 0 ；コンプトン波長 

 where c  
 
 



2015.06.25 
2 特殊相対論におけるベクトル解析 2.9 練習問題 

71 
 

（） 

 

33 宇宙空間は高エネルギーの陽子からなる宇宙線とマイクロ波の背景輻射

で満たされている．これらの粒子と光子はコンプトン散乱しうる．太陽の静

止系で測定してエネルギーが eV102 4h の光子がエネルギー

eV1010 189 pm の陽子を散乱したとする．陽子の静止系で式（2.43）を使って，

散乱の結果太陽の静止系で光子のもつ最大エネルギーを計算せよ．このエネ

ルギーどの波長領域にあるか？（Ｘ線か，可視光か，などで答えよ．） 

 )cos1(11
2 




mc
h

if
    （2.43） 

 

逆コンプトン散乱を図のようにする． 

 
Observer’s Frame      Electron Rest Frame 

陽子の静止系で考える．練習問題 32 とほぼ同じ考えで進める． 

保存則は， 

 qpqp 
  

保存則を成分で書き下すと， 

  qpqp   

 )0,sin,cos,(1)0,sin,cos,(1  EEE
c

hhh
c

p iii 
  

 )0,0,0,(mcq 
  

 )0,sin,cos,(1  fff hhh
c

p 
 )0,sin,cos,(1  EEE

c
  

 )0,0,,( mcq 
  

光子の静止質量は０であるから４元運動量の大きさは０になる． 
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 0 pppp   

電子は衝突前後で４元運動量の大きさは変わらない． 

 22cmqqqq 
  

保存則を書き換える． 
22 )()( qqpp 

  

 2222 )()()(2)(2)( qqqpppppp 
  

 0)(  qpppp   

 ppqpp 
 )(  

内積の定義から， 

 )sinsincoscos1(2  





c
EEmc

c
EE  

 )cos1(2 





c
EEmc

c
EE  

逆コンプトン散乱の式は， 

)cos1(111
2 

 mcEE
 

 )cos1(11
2 

mc
h

if 
 

 )cos1()cos1( 0  
mc
h

if  

 0 ；コンプトン波長 

 where c  

＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋＋ 

問題の最大エネルギーは陽子と 線が直線上にあるときである． 

  o ， 0 o ， 1coscos    

陽子と入射光は対向し，陽子と反射光は並行するので，観測系から静止系へ

移ると，入射光は青方偏移（波長は短く）し，反射光は赤方偏移（波長は長

く）する． 

 







1
1

ioi ，







1
1

fof  
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逆コンプトン散乱の式から， 

 022
1
1

1
1 





 








mc
h

iofo  

直線上の逆コンプトン散乱の式は， 

◇ 




























1
12

1
1

1
12

1
1

0ioiofo mc
h  

◇ 






 







1
12

1
111

2mchh iofo
 

where 2

2

4
1

4
1

4
)1)(1(

1
1















  

◇ 22
1

4
111

mchh iofo 
  

陽子の静止エネルギーは， GeV12 cm p であり，陽子の全エネルギーは，

eV1018pE である．また，入射光子は， eV102 4foh であるから， 

 9
9

18

2 10
10
10


eV
eV

cm

E

p

p  

 182 104
1

4
1

1
1








  

 181499184 10
1

108
1

10
1

10
1

104
1

102
11













foh
 

 2514 108eV108 cmh pfo   

これは， 線より高エネルギーである． 
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【参考】 

波長，振動数（周波数），エネルギーの関係 

 )m(  )Hz)(s( 1  )eV(E  

Radio 310 ～ 310  5103 ～ 11103   

Infrared 610 ～ 310  11103 ～ 14103   

Optical 400～ 910750   14104 ～ 14105.7   eV7.1 ～ eV1.3  

UV 1～ 910400   1510 ～ 17103  eV4 ～ keV1  

X-rays 1210 ～ 910  17103 ～ 20103  keV1 ～ MeV1  

γ-rays ～ 1210  20103 ～ MeV1 ～ 

where J10602.1eV1 19  

 seV10136.4sJ10626.6 1534  h  
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（） 

 

34 A

， B

，C

が任意のベクトルで と  が任意の数であるとき次のことを

証明せよ． 

 )()( BABA


   

 )()( BABA


   

 CABACBA


 )(  

 CABACBA


 )(  

 

線形性の証明であり，ベクトルの定義そのものである． 

数学書を参照してほしい． 
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（2.15） 

 

35 式（2.15）で }{ e


から得られるベクトル }{ e はすべての ，  に対して 

   ee   

を満たすことを証明せよ． 

 

 


 ee  )( v         （2.15） 

 

基底ベクトルの系Oから系O への変換は，ローレンツの逆変換の行列を使っ

て， 

 


 eve  )(         （2.15） 

系Oでは，メトリックテンソルを使って，次が成り立っている． 

   ee   

系O では， 

 ))(())(( 





 evevee 
  

 



   )()( vv  

上式の最右辺は，練習問題 11 のローレンツの逆変換の行列を書き下して算出

できる．または，同じことであるが，次を使う． 

        )1,1,1,1()()(  diagvv T   

        )1,1,1,1()()(  diagvv T   

     1)()(  vv  

 where  は行列を表し， 

  )(v はローレンツ変換の変換行列，  )( v は逆変換行列を表す． 

これは，座標変換でメトリックテンソルの成分が変わらないことを意味する． 

 
 


